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| DEFINICION |

Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos llamados focos, es constante denotada por 2a.

Si tenemos los puntos del plano P;, P, y Ps;
tales que:

P(xy)

d(Py; F1) + d(P;; Fp) = 2a
d(P,; Fy) + d(P,; Fy) = 2a
d(Ps; F;) +d(P;; F,) = 2a

' De esta forma definimos la curva denominada elipse &:
)

[ £={PeR?: d(P;F,) +d(P;F,) = 2a} ]
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|. APLICACIONES REALES DE LA ELIPSE
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Matematicas Ingenieria civil

Elipsoide Ventanas elipsoidales
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" 1I. CONSTRUCCION DE UNA ELIPSE

Existen varias formas de construir una elipse, uno de ellos es:
* Método del jardinero:

Se basa en la definicion ordinaria de una elipse, utilizando una cuerda
de longitud igual a 2a;y dos puntos fijos.

y P(x;y)

n { d(P;F,) +d(P;F,) = 2a J

Otros métodos son: el método de radio
vectores, método de la tarjeta o compas de
Arquimedes, método del paralelogramo, el
método de haces proyectivos.

u] 1 2 3 4 5 5] T =} =] 10 11 12

) . .
X Visite: https://www.youtube.com/watch?v=BKhF5FDRblY&ab_channel=educale.com
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https://www.youtube.com/watch?v=BKhF5FDRbIY&ab_channel=educale.com

" Il. ELEMENTOS ASOCIADOS A UNA ELIPSE
- Dadala elipse €, con focos F; y F,, cuyos puntos P cumplen:

Ln | d(P;F)) +d(P;F,) = 2a |

La1 P B
X,
n DY) L S 1.
Lf Vl VZ
E T B R
- Reconoceremos:
\ | B . _ * V; y V,:vertices + AD: Cuerda
y d(Fy;Fz) = 2c¢ - (Distancia focal) V1 V,: Eje mayor + DE: Cuerda focal
* Lf: eje focal l . * Ln: eje normal * E: Didmetro
* C: centro de la elipse « B, B,: Eje menor + LR: Lado recto
) d(C;Fy) = d(CF;) =c * Lg1y Lqz:
X rectas directrices
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IV. CONSIDERACIONES
En la elipse mostrada:

i) Siendo C el punto medio de F,F;:
d(C;Fy) =d(GF;) =c
i) Como V; pertenece a la elipse:
d(Vy; Fp) +d(Vy; Fy) = 2a | (4
d(Vy; Fp) —d(Vq; Fy) = 2c
2d(Vy; F,) = 2a+ 2c¢
d(Vi;F,) =a+c=>d(C;Vy) =a
« d(Vi; V) = 2a |
iii) Como B, pertenece a la elipse:

d(By; Fz) + d(By; F1) = 2a
Zd(Bl, Fl) = 2a

d(B;Fy) =a |

Va

iv) Sea: d(C;B;) =d(C;B,) =b
~ d(By;By) =2b

v) 4 B;CF;: [b2 + c? = a2 ]
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"IV.1 LONGITUD DEL LADO RECTO DE UNA ELIPSE: L

En la elipse mostrada:

Trazamos el lado recto LR:

Sea:LF, =F,R=h

Note que: LF; = vh? + 4c2

Como L pertenece a la elipse:
d(L;F,) + d(L; Fy) = 2a

=>h++/h2+4c2=2a =+h?+4c2=2a—h
= h% + 4¢% =422 —4ah + h*

b2 2
=>ah=a*—c* 2ah=b?5h=— {-‘-LR=2h=&]
d d
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/' IV.2 CALCULO DE LA EXCENTRICIDAD UNA ELIPSE: ILd,
~ En la elipse mostrada:

Como: d(B;F,) = a

d
= d(By; Ldy) = E A

. @ >
Como: d(Fl,R) =h F, C L¢
h
= d(R;Ld,) =—
( 1) o L
B2l "
h a o7 a% — b?
Seobservaque: —+c=- h+ec=a=Dec=a—— =ec=
e e a a
c? -
0 EEEE [.‘.e:—] [Como:a>c:>0<e<1]
d

\ )
Note ademas que: a a?
quUe: | 4(c;Ldy) = d(C;Ld,) = — = —
e C
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 APLICACION 01 (PROBLEMA 255) A

En una elipse, el area de la regién triangular formada por uno de los
extremos del lado recto y los focos es 4 u?, y el area de la region triangular
formada por uno de los extremos del eje menor y los focos es 5 u®. Calcule
el valor de la excentricidad de la elipse.

2 3 3 4 5
1\ J
[ CLAVE: B J

S
%
:
S
10,
-

INIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudics Prauniversitanos CICLO: PREUNIVERSITARIO 20244




GPLICACION 02 )

Desde uno de los focos de una elipse se divisa el lado recto (en el otro foco) bajo
un angulo de medida 37°. Halle la relaciéon (aproximada) entre la longitud del eje
mayor Y la longitud del eje menor.

A)\/\/1_0+1 B)Jx/1_0+1 C)Jx/l_O—l D)J\/l_0+1 E)x/x/1_0+1

\ 2 3 2 3 2 /

| CLAVE: A |
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:
©
|
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-
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‘A""IV.3 RECTAS DIRECTRICES DE UNA ELIPSE:
~ En la elipse mostrada: Ly ,Ld,

Ld, | A

d(P;F,)  d(P;Fy)
d(P;Ld,) d(P;Ld,) .

vV P e E: [e: excentricidad de la elipse ]
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" APLICACION 03 h

Dada una elipse con excentricidad igual a v/6/3. Halle la distancia entre sus rectas
directrices si se sabe que la distancia focal de la elipse es de 12 u.

A) 12 B) 15 C) 16 D) 18 E) 20
g J
| CLAVE: D |
( P )
APLICACION 04

Los focos de una elipse son los puntos (—2;3)y (—2;9) y uno de los extremos del
eje mayor esta en larecta 3x —y + 7 = 0. Determine la longitud del lado recto.

| A)5,2 B) 5,4 C) 5,6 D) 6 E) 6,4

J

| CLAVEE |

S
%

:
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-
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V. ECUACION ORDINARIA DE UNA ELIPSE

V.1 Eje focal paralelo al eje de abscisas, centro C(h; k) y ejes mayor y menor de
longitudes 2a y 2b, respectivamente.

[(x—h>2+<y—k>2:1]

a2 b2

(a>b)

Nota: Si el centro de la elipse es C = (0,0), se le llama elipse candnica
Y
4
v, b N %
Al 4 i %2 y2

a2 b?
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V.2 Eje focal paralelo al eje de ordenadas, | Nota:
centro en C(h; k). Si el centro de la elipse es C = (0,0), se
le lama elipse candnica.

YAK

V2

(x—h)? (y—Kk)? x4yt
X b2 -+ 2 =1 b2+a2_1
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\§ " APLICACION 05 )
= Determine la ecuacion de la elipse cuya directriz es la recta de ecuacion

% y+1=0, su foco respectivo es el punto (-3;4) y la excentricidad es % :

x—6)" (y+2)* x—8)* (y+6)° (x+3)* (y—8)°

@ TR T D e . Y on W 6 e

8 x—-10)* (y—-4)°* x—-6)* (y+3)°

\D) Tl ) e o Lk J
% ‘»

(‘S | [ CLAVE: C ]
- \
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" APLICACION 06

Determine la ecuacion de la elipse con centro en
el origen de coordenadas, si la distancia entre
sus directrices perpendiculares al eje de las
abscisas es (°%/3)u y la distancia focal es 12u.

NS
:
©
|
S |
.
-

\_

A) 7x2 + 25y2 = 350
B) 25x2 + 7y2 = 350
C) 14x2 + 25y2 = 350
D) 25x2 + 14y2 = 350
E) 50x2 + 7y2 = 350

[ CLAVE: A ]
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APLICACION 07

Los focos de una elipse son: F;(4;-2) y F,(-2;-2). Determine la ecuacién de dicha
@ elipse, si uno sus vértices estan sobre la recta L: x-y-8=0.

2 2 2 2
N x—-1)?% (y+2)° x—2)° O+1)° x—2)" +2)"
A)25+16_1B)25+161C)36+251
x-1? (y+2)* x=2)* (y+2)°

D + =1 =
% L T 25 B)5 T 18 ! )
:g |
& .
a=N | CLAVE: A |
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(APLICACION 08 A

Sea la ecuacion de la elipse

(x—h)?* (y—k)*
E: > + -
a b2

1

que pasa por el punto P(9;7) y
sus focos son los puntos:
Fi1(=3;2) y F,(21;2).
Determine:a+ b+ h+ k

A) 26 B) 27 C) 28
| CLAVE: D |
D) 29 E) 30
X g J
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[ APLICACION 09 )
Determine la ecuacion de la elipse de la forma E—z + —-1 ,sabiendo gue la distancia entre
sus directrices es 2220 y su excentricidad es 2VLl S o .

x2 y2 122 y2 2 X D)_+%=1 E)—+y ==
A)—+?—1 )—+49 1 c)? y7=1 25 ;

[ CLAVE: A J
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VIIl. ECUACION GENERAL DE UNA ELIPSE
Una ecuacién de la forma:[Ax2 +Cy*+Dx+Ey+F =0 ] (A#CAyC>0)

puede representar una elipse, para notar ello, debemos llevarla a su forma ordinaria:

\§ A(2+D)+C(2+E)— F
5 X AX y Cy -
n +D +D2 e +E +E2 F+D2+E2 _ CD? + AE2 — 4ACF
X+ 2%+ a2 V' + TVt o TN Ao, 4AC
D \? E\2 M ]
@ (X + _) (Y + _) CD“ + AE? — 4ACF
K 2y N BU (D
C A 4A2C2
% Tenemos:
| D E
°G§ , SiM > 0,la ecuacion (1) representa una elipse con centro en Q (— 0 Z_C)
. iy D E
Q . SiM = 0,la ecuaciéon (1)representa un punto. Este punto es Q (— ﬁ . Z_C)
& \\ SiM < 0,la ecuaciéon (1) no tiene representacion en el plano cartesiano.
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APLICACION 10 — UNI 2016-2
Determine las coordenadas del foco de  p) (1,-2-2v3) B)(1;,-2+2V3)

coordenadas positivas de la elipse: 0) (1;2 +2v3) D) (1;4 — 2v3)
4x* +y? —8x + 4y = 8. ' '
E) (1,4 +2V3)

\ | CLAVE:B |
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/[ ApLICACION 11

La ecuacién de una elipse, con centro (h;k) es £:x% + 9y? — 24x — 54y + 189 = 0.
Calcule el valor de h — 4k.

A) —2 B) —1 )0 D) 1 E) 2

\ | CLAVE: C |
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' APLICACION 12

Sea la ecuacion de la elipse 9x%+4y“+ 54x + 40y + 145 = 0. Calcule la distancia del
centro de la elipse al origen de coordenadas.

A) 243 B) 3vV5 C) V22 D) V34 E) 5v2

\ J

| CLAVE: D |
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KAPLICACI()N 13 h

Dada la elipse:16x* + 9y? — 32x + 36y — 92 = 0, calcule su excentricidad.

2 1 3 V5 V7

A) = B) — C) = D) — E) —
g 5 V3 4 3 4 P
RESOLUCION

Ordenando la ecuacion: 16x* + 9y — 32x+ 36y —92 =0

16(x% — 2x) + 9(y2 +4y) —92 =0
16(x> —2x+ 1) +9(y? + 4y +4) = 92+ 16 +36 | Centro: C(1;-2)
x — 1)? + 2)° Eie focal Il eieY
16(X—1)2+9(y+2)2:144:>( ) _|_(y ) 8 b Sk 1 I'eje

S
:
S
X
S\
S §
.
-
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" VIII. RECTA TANGENTE A UNA ELIPSE
XZ y2
A) Dada la elipse: —+:= =1
a? Db?
Y la recta L tangente a ella en el punto (xy; y,):
Se cumple:

b*x, XoX Yoy
[mL:—azyo ] [ L: az + b2 o 1
XZ 2

b2
Y la recta L tangente a ella en el punto (x,; y,):

B) Dada la elipse: + y_ =1

Se cumple:

a’xg XoX Yoy
[m]‘:_bzyo] [L:b2+a2:1 J

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudics Prauniversitanos CICLO. PREUNIVERSITARIO 20244
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APLICACION 14

Dada la ecuacién de la elipse: 9x%+4y?= 36,
calcule el valor de m para que la rectay = 4x + m, sea tangente a dicha elipse

A)v23 B)V37  C)+/53 D) V73 E) V87

{ CLAVE: D J
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" APLICACION 15 b

Dada la elipse £:4x% +9y2 =72y el
segmento AB (A(3;6), B(0;8)). ;Cual
es el punto de la elipse que unido a AB

determina un triangulo cuya area es
minima?

A) (2;3)
B) (3;2)
C) (2;4)
D) (4;2)
E) (3;4)

| CLAVE:B |

S
%

:
28
-
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1X. PROPIEDADES EN UNA ELIPSE
' IX.1 Rayo incidente y rayo reflejado

El rayo incidente F,P, y el rayo reflejado P,F, hacen un mismo angulo con la
recta tangente L (o también con la recta normal Ly ) en el punto

P,(x0; y¥o) de la elipse:

2 2

X"y

a2+b2=1

En la figura: [ no=f3 ]
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" IX.2. SOBRE UNA CUERDA FOCAL:

En la elipse mostrada:
Ld,:directriz asociada a F,
Notemos que: v,
s\ T
i) - = mcos(0) 2
h = m(1 + ecos(0)) ... (1)
) = = 2 — ncos(6)
11) — = ——1NCOS
e e También:
h = n(1 — ecos(0)) ... (2) h h
: = =B
Notemos que: 1 + ecos(0) 2 ecos(0) M
h h
min 2 z
1 1 2 4 T=e%cos’(®) # PQ = =
[..._4__:_:_] 1 — e?cos?(0)
X m n h LR
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(APLICACION 14
Calcule la medida del angulo que debe formar la cuerda focal de la elipse:
x% + 3y% = 36, con su eje focal; si su longitud debe ser igual al doble de la

longitud de su lado recto.
\A) 15° B) 30° C) 37° D) 53° E) 60° P

~

| CLAVE:B |
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PROBLEMAS RESUELTOS
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‘ PROBLEMA 01

\

Determine la ecuacion de una elipse
que pasa por el punto P(2; —2), uno de
sus focos es F(4;—1) y su directriz
correspondiente eslarectax — 7 = 0.

A) 4x? + 5y%> — 24x+ 8y + 36 = 0

B) 4x? + 5y% —26x+ 10y + 36 =0
C) 5x* +4y? —24x+8y+24=0
D) 5x% + 4y% — 26x + 10y + 24 = 0
E)3x?+4y?>+18x—24y+ 16 =0

J

| CLAVE:B |
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 PROBLEMA 02 R

Dada la elipse &:3x%+4y? =48,
determine la ecuacion de la recta, de
pendiente positiva, que contiene a la
cuerda focal que mide 7 u.

A) V3x—2y—2V3=0
B) 2x —V3y —2V3 =0
C)2vV3x—y—+3=0
D) x —2v3y —v3 =0
E)x —V3y —vV3=0

. J

. [ CLAVE: A ]
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 PROBLEMA 03

\

es 18 u.

_ 2 _ 2
(x-1? -2 _

Determine la ecuacién de la elipse es
e = 1/3, centro (1; 2), foco (xy;2) y su
distancia entre las rectas directrices

1
A 13 2 9
x-1* (y—2)
B =1
ET: 2+ 9
x-1° (y—2)
C =1
) > 2+ : 2
x-1° (y—2)
D =1
) & 2+ > 2
x—1 — 2
p OV G2
g (
(claveic
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‘PROBLEMA 04

Dada la elipse £: 9x* + 25y% = 225, en la que V; es uno de los extremos de su eje

mayor, B; es uno de los extremos de su eje menor y M es el punto medio de OV;.
Calcule tan(#), si 0 es el angulo MB, F;, siendo F; el foco relativo a V; y O el origen
del sistema cartesiano.

6 3 13 13
E _—
A) 19 B) 38 © D) 38 ) 19

. J

| CLAVE:C |

S
%

:
S
36,
-
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‘PROBLEMA 05 — UNI 2018-1

Halle las coordenadas del punto P
que pertenece a la elipse de la
figura:

[ CLAVE: A ]

T © Wigovuoxetsia
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‘PROBLEMA 06 — UNI 2020-1 )

@ Se desea construir un tunel en una montana entre dos pueblos en Huancayo, que
S tenga como seccion transversal un arco semieliptico, con eje mayor de 15 metros y
S una altura en el centro de 3 metros. Encuentre la ecuacion canonica de la elipse
é‘ sobre la que descansa la seccidn transversal del tunel.
XZ y2 XZ y2 XZ y2
% ) 225 1 9 ) 56,25 * 2,25 ) 56,25 9
X2 y2
D =1 Y
% ) 500 T 36 E) +o=1
. J
)
S
CLAVE: C J
« [

NIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Cantro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024



 PROBLEMA 07

La parte superior de la entrada de un tunel tiene forma semieliptica con 10m de
ancho. Si su altura en el centro es de 10m y la de sus paredes laterales 6m. Calcule
la altura del tunel a 2m de una de las paredes laterales (en m).

A91 B)92 (€)93 D)94 E) 95

. J

[ CLAVE: B ]

b © Wigonioxetsia

3
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b © Wigonioxetsia

PROBLEMA 08 )
Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse
£:3x% + y? + 4x— 2y — 3 = 0y que son perpendiculares alarectaL:x+y —5 = 0.
A)x—y—1=0 o 3x—3y+13=0 B)x—y+2=0 0o 3x—3y—13=0
COx+y—2=0 o0 3x+3y—13=0 D)x—y+2=0 o 3x—3y+13=0
. J

| CLAVE: A |
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c PROBLEMA 09 h

2 2
L[] Ve . Ve L] ] LI 4 x y
La trayectoria eliptica de un satélite tiene como ecuacion ry + i 1

Calcule la tangente del angulo en posiciéon normal generado por el satélite

al trasladarse sobre la elipse desde el punto A(3; 0) hasta el punto B de
abscisa x = -2

V5 V5 V5 V5
\A)_? B)—7 C)_? D)_T E)_\/g

J

| CLAVE: C |

S
%
!
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' PROBLEMA 10

Determine en la elipse cuya ecuacion es: 4x* + 9y? = 36 , la ecuacion de la recta
que contiene al diametro que biseca a una cuerda focal de pendiente 2.

A) 2x+9y =0 B) 4x+ 5y =0 C) 2x—9y =0
LD)x—9y=0 E) 4x+ 6y =0

J

| CLAVE: A |

b © Wigonuoxetsia
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 PROBLEMA 11

Sea la elipse
E:4x2+y2+16x—6y+9=0

Determine la ecuacion de
circunferencia.

A)x?+y?>+4x—6y+5=0
B) x2+y2+4x+6y—5=0
C) x> +y?+16x—6y—10 =0
D)x? +y% +16x+ 6y —10 =0

E)x?+y?+4x—8y—12=0

que es concéntrica a una
circunferencia de igual area.

la

| CLAVE: A |
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